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RESUME.Les motivations liées aux extensions algébriques des ugsdga Petri portent entre
autres sur des problemes de modélisation, de vision unifiégbstraite des grandes classes
de réseaux de Petri et d'obtention de modéles plus expsdgsiftant les pertes du point de
vue de la décidabilité. Nous proposons deux grandes claisegseaux, legroup — nets

et lesréseaux lexicographiquek premiére se déclinant elle-méme en plusieurs sousetas
Nous étudions les liens entre ces réseaux et différentesedausuelles de réseaux de Petri en
donnant, dans le cas d'inclusions, les algorithmes permnétte passer de I'un a I'autre. Des
outils sont donnés pour résoudre certains probléemes deddBiité pour les strictZ-nets et
les Z-nets. On montre, en revanche, que les réseaux lexicograeiont la puissance des
machines de Turing rendant tout probléme non trivial lescgwnant indécidable.

ABSTRACTAIgebraically generalized Petri nets are motivated by, aghothers, problems of
modelling, the need to obtain an abstract and general frafmth@ most part of the common
classes of Petri nets and the wish to obtain more expressidelswhich restrict loss at the level
of the decidability. We propose two classes of ngteup — nets and lexicographic nets, the
former containing itself several subclasses. We studyitits between these nets and various
classes of usual Petri nets. In the case of inclusions, wibiexhe algorithms which allow to
pass from a class to the other one. Tools are given to resalree slecidability problems for
strict-Z-nets andZ-nets. We show that lexicographic nets are Turing powethdrefore all
non-trivial problems are undecidable on this class.

MOTS-CLES extensions algébriques des réseaux de Petri, expressigitédabilité

KEYWORDSalgebraically generalised Petri nets, expressivenessiddéility
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1. Introduction

Le succes des réseaux de Petri dans le domaine des systamesigiyes concur-
rents a événements discrets provient du fait qu’ils offéelat fois un outil graphique
naturel et intuitif pour la modélisation de tels systemaswgbtanel d’outils algébriques
pour leur description et leur analyse. De nombreuses artendes réseaux de Petri
places/transitions usuels ont été proposées soit pouireéldutaille des modélisa-
tions, soit pour étendre leur pouvoir d’expression, soitrpdisposer d’informations
plus précises sur les jetons, soit encore, d'un point de kéertque, pour essayer
d’obtenir un modéle plus abstrait dégageant ainsi potégrient de nouveaux outils
sur les réseaux usuels. Certaines de ces extensions somitsdasix de haut-niveau
qui permettent de construire des représentations plus actepmais n'augmentent
pas le pouvoir d'expression des réseaux de Petri : ces pédechaut-niveau peuvent
étre modélisés par des réseaux de Petri équivalents et@ongdnéralement appelés
des abréviations de réseaux. Les réseaux colorés (Jerggs), fjui distinguent les
jetons, les réseaux a capacité (André, 1981) ou les résepusdicats (Genriclet
al., 1979) en font partie. D’autres extensions modifient carsidlement la séman-
tigue du modéle standard. C’est le cas par exemple des régeaBetri continus,
des réseaux de Petri hybrides (Daeidal, 1998) ou encore des réseaux synchroni-
sés (Moalleet al, 1978). D’autres extensions encore sont obtenues par djanas
spécifiques (arc Reset (Aratt al, 1977), arc inhibiteur (Hack, 1975)...), par modi-
fication de la regle de tirSelf-Modifying netgValk, 1978),G-réseauxDufourd et
al., 1998) ...), ou par remplacement de I'algébre usuelle (laofae (N, +,0) des
entiers naturels) par une algébre plus générale pour dateseréseaux qualifiées
d’extensions algébriques. Pour ce dernier cas, le traea{Mkesegueet al, 1990)
présente une étude trés générale de I'algébre mise en adansdes réseaux de Petri.
On peut mentionner leabstract Petri Netsle (Padberg, 1996) qui tendent a fournir
un modéle abstrait et uniforme des réseaux de Petri en dé@ésextensions consti-
tuent des extensions strictes, c’est-a-dire des réseawmeont pas modélisables par
des réseaux de Petri standard. Une des grandes préocogdai@s aux extensions
strictes des réseaux de Petri est d’essayer de présenmolaiétés de décidabilité
des réseaux de Petri usuels. On sait par exemple que legprebtle terminaison, de
couverture, du caractere borné d'un réseau, du caractémé baine place, de I'ac-
cessibilité, du blocage et de la vivacité sont des problé&ayast une solution effective
dans la classe des réseaux de Petri. Dans ce contexte ontpelasiProcess Rewrite
SystemgMayr, 2000) et leséseaux de Petri récursifédaddadet al., 2007) qui pré-
servent la décidabilité de I'accessibilité ou encoredat nets(Lazit et al, 2007)
pour lesquels la couverture et la terminaison restent déteg ainsi que le caractére
borné du réseau sous certaines restrictions.

Le présent article propose des classes de réseaux de Retrueb en modifiant
a chaque fois I'algébre des places et en adaptant, en canrsggua régle de tir. La
principale motivation de ce travail consiste a obtenir urirsion des réseaux de
Petri tout en préservant la décidabilité des (ou de ceijtgrsblemes évoqués ci-
dessus. Dans ce cadre des algorithmes de décisions somsdwour certaines classes
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de ces réseaux. Par ailleurs, afin de connaitre le pouveipEssion de nos modeles,
nous les comparons a des modéles connus. Nous ébauchaonmainkssification de
nos réseaux par rapport a des réseaux classiques commedasixédle Petri bornés
ou les réseaux de Petri a arcs inhibiteurs et donnons, detainsecas d’inclusion, les
algorithmes permettant de passer d’un type de réseaux dnn au

L'article est organisé comme suit : aprés un bref rappel éénitlons nécessaires
a la lecture, la section 3 traite globalement dgsup-netsen commencant par les
strict-group-netsCe qui motive l'introduction destrict-group-netsou l'algébre des
places est un groupe privé de son élément neutre est lewitapanodéliser de fa-
¢on extrémement compacte des cycles dans des systéemesdiigdna étiquetéeda
I'utilisation naturelle de groupes cycliques. Mais cetigtgest rapidement délaissée
car le lien de 'algebre des réseaux de Petri avec le grduipeite vivement a étu-
dier les strictZ-nets. La possibilité de définir un ordre partiel bien fonalé% permet
alors de s’attaquer aux problémes de la décidabilité ductenaborné d’'un réseau
et plus particulierement d’'une place. Les stitRets n'étendant pas les réseaux de
Petri excepté lorsqu’ils sont purs, nous proposons uneisiie commune appelée
Z-net en adjoignant un arc particulier dit « inconditionneles Z-nets conservent
des propriétés intéressantes des sigtets et ne sont pas comparables en particulier
aux réseaux de Petri a arcs inhibiteurs. Le fait que la nat@ressourcstricto sensu
disparaisse rend le fonctionnement de ces réseaux petifiatués rend donc diffi-
ciles a manipuler. Mais le fait que I'on retrouve ou que I'aengle quelques grandes
classes des réseaux de Petri (réseaux de Petri, réseaukridqeuPe réseaux de Pe-
tri bornés, réseaux élémentaires) a partir des group-oetsdes groupes particuliers
permet d’avoir une vision uniforme de ces classes et judliffigérét de ce nouveau
modéle. Pour se rapprocher encore plus des réseaux delPetreédransition s'effec-
tue en deux phases (une phase de consommation suivie d’'ase ghk production),
nous définissons une classe de réseauwyrlegp, — nets, qui permet d’obtenir une
vision unifiée des strick-nets et de#.-nets. Dans la section 4, nous présentons les
réseaux lexicographiguegi sontissus d’une axiomatisation de la notion de resgourc
et de laregle de tir des réseaux de Petri usuels et sont ¢pasé&dnséquent, se com-
porter comme eux. Les réseaux lexicographiques formené@gat une extension
algébrique des réseaux de Petri avec une notion de resso&soétrange : on peut
consommer strictement indéfiniment! Ces nouveaux réseatuxaheureusement la
puissance des machines de Turing. Cependant, nous monuieries réseaux lexi-
cographiques bornés sont les réseaux de Petri bornés celguead’'une certaine
maniére leur description. Enfin, la conclusion en sectiordp@se un certain nombre
de pistes de recherche sur les deux modeéles étudiés.

2. Préliminaires
Commencons par fixer la terminologie utilisée dans ce dootinuin réseau de

Petri est un quadruple® = (P, T, f, M) ou : P est un ensemble fini ddaces T est
un ensemble fini deansitions(disjointdeP), f : P x T UT x P — N est larela-
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tion de flotet M, € N” est lemarquage initial Un réseau de Petri sera giar s'il ne
comporte pas deelf-loopc’est-a-dire sip € P, Vvt € T, f(p,t)= f(t,p) = 0. On peut
effectuer Ietir d’une transitiort € 7' & partir d’'un marquagé/ € N”, notéM[t), si
pour toute place € P onaM (p) > f(p,t). Letir d’'une transitiort permet d’obtenir
le nouveau marquagk/’ défini par :Vp € P, M'(p) = M(p) — f(p,t) + f(¢t,p).
Ce tir est notéM[t)M'. On dira que le marquag®!’ estaccessibled partir du
marquageM . Une séquence de transitioas = tt....t,, estfranchissablea par-
tir du marquageM si il existe une suite de marquages,, M>...M,, tels que
MIt1)Ma[te) Ms...M,,_1[t,) M,,. Le franchissement de sera notéM[o)M,,. Le
graphe des marquages d’'un réseau de RPete (P, T, f, My) est un graphe dont
les sommets sont étiquetés par les marquages accessitaes @@/, et dont les
arcs correspondent aux franchissements de transiticantaiansiter d’'un marquage
a l'autre. Un réseau de Petri est Hitrnés’il existe un majorank € N du nombre
de marques figurant dans chaque place pour tout marquageséde& partir du mar-
quage initial, on dira aussi qu'il estborné sin est connu. Ldangaged'un réseau
de Petri est 'ensemble des séquences de franchissemkd¢seapartir du marquage
initial. Le langage d’'un réseau de Petri est donc nécessairepréfixe. Deux réseaux
sont ditséquivalentsi leurs graphes des marquages sont isomorphes. Ce chdix est
au fait que, d'une part, nous nous interdisons I'étiquetetggue, d’'autre part, cette
notion est centrale dans la synthése de réseau, outil queutitiserons a plusieurs
reprises dans la suite. Le probléme de synthése consistes&uioe un réseau, apres
avoir décidé de son existence, dont le graphe des marqustgssraorphe a un graphe
donné. Trivialement, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1 L'équivalence des réseaux est plus fine que I'égalité degaiges.

En effet deux réseaux équivalents ont nécessairement lerna@gage (a isomor-
phisme pres des alphabets), par contre, deux réseaux agarg langage ne sont pas
nécessairement équivalents. Il suffit pour s'en convaid@ealyser la figure 1 qui
présente deux réseaux dont le langage commun est I'ensdagféfixes de* ainsi
que leurs graphes des marquages (dessinés a droite das<)ésea

N 1 a a a a
a a a

Figure 1. Deux RdP ayant méme langage mais dont les graphes de masjuagent
pas isomorphes

Nous utilisons par la suite cette équivalence pour compukeex réseaux de classes
différentes {.e. pas nécessairement des réseaux de Petri) a partir du moteneo
notion de graphe des marquages est définie. Nous renvoytettder a 'article de
(Murata, 1989) pour une définition précise de I'arbre et capbe de couverture d’'un
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réseau de Petri. Rappelons simplement gu'’il s'agit de stras finies qui donnent
une description partielle de I'ensemble des marquagessitdes du réseau et qui
permettent de vérifier de nombreuses propriétés commentértgison, la couverture

ou le caractére borné d'une place ou d'un réseau. Bien ge’'s’agisse pas d’'une
présentation habituelle, les réseaux élémentakEdlpour Elementary Nejspeuvent
étre vus comme des réseaux purk-bbrnés (sous couvert que les arcs ne peuvent étre
pondérés que pdrou 1 mais dans le cadre de I'équivalence choisie cette congraint
importe peu).

Terminons cette section par quelques rappels mathématitmegroupeest une
structurg(G, +, 0) ou G est un ensemble; est une loi interne, associative, d’élément
neutre0, telle que tout élément de G admet un inversg (i.e.z +y = y + = = 0).

Si la loi est commutative, le groupe est ddmmutatifou abélien Soitx un élément
de G, on appelleordre de z, s'il existe, le plus petit entier positif non nul tel que
x+x+ 2+ ...+ = 0oUx apparait fois. Si un tel entier n’existe pas on dit que
I'élément est d’ordre infini. Un élément d’ordre fini est didement déorsion Si sur
une structure algébrique (en particulier sur un groupeymisposons d’'une relation
d’'ordre, lecone posititdésigne I'ensemble des éléments positifs de cette staeictur

3. Group-nets
3.1. Strict-group-nets

3.1.1. Motivation initiale, définitions et premiers résultats

Il est assez courant qu'une méme action permette de passeétdit a un autre et
vice versaActionner une lampgia un bouton poussoir par exemple, permet indiffé-
remment de I'allumer ou de I'éteindre. La figure 2 montre Ist&gne de transitions
associé.

on

push push

off

Figure 2. Action d’un bouton poussoir

Il n’existe aucun réseau de Petri dont le graphe des marquesjésomorphe a ce
systéme de transitions étiqueté, car tous les élémentsuiateralgebre des places
d’'un réseau de Petri sont d’ordre infini. On pourrait biereadt le faire a I'aide d’'un
réseau de Petri étiqueté avec au moins deux transitionaaléet portant la méme
étiquette et au moins deux places. L'idée de travailler aignoupe contenant des élé-
ments d’ordre pourrait permettre de n’utiliser qu’une seule transitibgeune seule
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place. Si on considéere un systeme plus complexe avec dessayellongueurs diffé-
rentes, chacun étiqueté par une seule étiquette, le norelramkitions et de places
nécessaires dans un réseau de Petri étiqueté augmentegaethde la complexité du
systeme. Dans le cadre de la vérification de systémes pgasadiedistribués, I'obten-
tion de modeles compacts peut s’avérer cruciale. (Juh88) tns sa these propose
d'utiliser des algeébres partielles permettant de reddreininsi la régle de tir, I'algébre
des réseaux de Petri étant vue comme cOne positif du grogpnders relatifs. Mais,
pour un groupe cyclique fini, la maniére de restreindre ldéwiienta priori arbitraire
(car notamment, il n’est pas possible d'y définir un ordre patible avec la loi du
groupe). Une solution simple car universelle consiste érdite le zéro du groupe.
Reste alors une question : pourquoi continuer a tirer unesitian en deux temps
(phase de consommation et phase de production), sachadlm’qst plus nécessaire
d’orienter le graphe car tout élément est inversible ? Noapgsons donc de définir
une nouvelle classe de réseaux appstéet-group-netsle la maniére suivante :

Définition 3.1 (Strict-group-nets) Soit (G, +,0) un groupe (non nécessairement
abélien) de cardinal au moiriset d’élément neutré. Un strict-group-nesur G est un
quadruplet( P, T', f, My) ou P etT sont des ensembles finis disjoints (respectivement
I'ensemble des places et des transitiorfs),P x T' — G est la fonction de poids et
My : P — G\ {0} estle marquage initial. Plus généralement, toute appiaratie

P dansG \ {0} est appelée un marquage. Par souci de concision un stragnet
sur G sera également noté strict-net, les strict-group-nets désignant la classe des
strict-G-nets pour tout groupé.

Définition 3.2 (Regle de tir pour les strict-group-nets) Soit N = (P, T, f, Mp) un
strict-group-net. Une transition € T est franchissable a partir du marquagé si
Vp € P, M(p) + f(p,t) # 0. Dans ce cas, le nouveau marquag obtenu apres
le tir de t est défini palvp € P, M'(p) = M(p) + f(p,t). On dénote cette transition
par M[t)M'.

Il faut faire attention a I'ordre de composition dé(p) et de f(p, t) si la loi du
groupe est non commutative.

La figure 3 propose une solution au probléme du bouton pauaget une place
et une transition alors que la figure 4 expose dans sa partt@gaine solution basée
sur l'utilisation du groupe produf /67 x 7 /127 & un probléme de modélisation du
comportement, présenté a droite de la figure, composé deayeles de longueurs
différentes.
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push

Figure 3. Strict-Z/47Z-net modélisant I'action d’un bouton poussoir

I(O/‘\I /b\/.a
S oS R N

Figure 4. Strict-Z/6Z x Z/12Z-net modélisant un comportement composé de deux
cycles imbriqués

Un des grands intéréts des strict-group-nets est qu'ilsiegent de retrouver les
réseaux €lémentaires.

Proposition 3.1 Les strictZ /3Z-nets sont les réseaux élementaires.

Cette proposition découle directement de Iisomorphisree types des strict-
7Z/3Z-nets et des réseaux élementaires. Les outils utilisésé faesont ceux de la
synthése de réseaux en général (le lecteur pourra trouygrgaulier dans (Badouel
et al, 1999) tout ce qui concerne les notionsrdgionet detype d'un réseau

On a montré dans (Guillou, 2004) que les stigtpZ-nets sont des extensions
strictes des stric%/3Z-nets pourp > 3 et que sip et ¢ sont strictement plus grands
que3 et différents, stric?/pZ-nets et strictZ/qZ-nets sont incomparables. Enfin,
strict-Z/pZ-nets et strictZ-nets sont également incomparables.

3.1.2. strict-Z-nets

A premiére vue les réseaux de Petri et les stiaiet semblent proches, le théo-
reme suivant permet de commencer a les situer, en donnarhmant I'algorithme
qui permet de passer des réseaux de Petri purs auxtriets.
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Théoréme 3.1Les RdP purs sont strictement inclus dans les sHigtets.

Preuve Commencons par donner la construction qui permet de passeRdP pur

a un strictZ-net. SoitR = (P, T, f, Mp) un réseau de Petri pur. Pour une place
p € P donnée on pose, = mazer{f(p,t)}. Sin, > 0 on construitn, places
D1, D2, .-, Pn, Marquées respectivement gdp (p)+1, Mo(p)+2, ..., Mo(p)+n,. Soit

P’ 'ensemble des places ainsi construit lorsque I'on patcBuBoit f' : P/ x T —

Z la fonction de flot définie paf’(p;,t) = — f(p, t) + f(t, p). Le strictZ-net associé
estalorsk’ = (P', T, f', M/)) avecM, le marquage initial défini ci-dessus.

La correspondance entre les marquages deet de R’ est la suivante : un mar-
quageM de R est envoyé sur le marquagé’ de R’ défini parM’(p;) = M (p) +
avecl < i < n,, par conséquend/’ > 0. Montrons que la correspondance
est préservée par le tir des transitions. Sditun marquage dé? et ¢ une transi-
tion franchissable & partir d&/. Par définition pour toup € P, f(p,t) < M(p)
et M, (p) le marquage obtenu aprés tir devaut M (p) — f(p,t) + f(t,p). On a
(0(M1))(pi) = Mi(p)+i= M(p)—f(p,t)+f(t,p)+i=M(p:i)—f(p,t)+f(t p),
avecM’ = o(M). CommelM;(p) +i > 0, M'(p;) — f(p,t) + f(t,p) > 0 etc’est
bien le marquage obtenu par le tir ddansR’ a partir deM’.

Maintenant si, pour un marquadé de R, o(M)[t) M, dansR’ alors, si on note
M’ = (M), pour toute place; de ', M{(pi) = M'(p:) — f(p.t) + f(t,p) =
M(p) + i — f(p,t) + f(t,p) # 0 quel que soit; entrel et n,. Commen, =
maxier{f(p,t)} nécessairememt/; > 0. DoncM (p) +i — f(p,t) + f(t,p) > 0
pour0 < ¢ < n, et, par conséquent/(p) — f(p,t) + f(t,p) > 0. Le ré-
seau étant pur; est franchissable a partir d& et M; le marquage obtenu vaut
M (p) = M(p) — f(p,t) + f(t,p). On constate bien que(M;) = Mj.

I -2 < > -1 1
a b

Figure 5. Strict-Z-net dont le langage ne peut étre celui d’'un RdP

Enfin I'inclusion est stricte car le langage associé auts#inet de la figure 5 est
I'ensemble des préfixes de* + aba* et ne peut pas étre le langage d’un RdP, méme
impur. En effet, dans un RdP, pouvoir faité (aprésb) imposerait que:. produise au
moins autant de ressources qu’il en consomme. Or, il esttpeses le départ de tirer
a, on devrait donc pouvoir le tirer de nouveau, mais’'appartient pas au langagg.

Du point de vue expressivité et décidabilité il est importae situer les
strict-Z-nets par rapport aux réseaux de Petri.
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Théoréme 3.2 Strict-Z-nets et RdP sont incomparables.

Preuve D'une part I'exemple précédent (cf. figure 5) montre qu'iliste des
strict-Z-nets dont le graphe des marquages n’est isomorphe au gilgplein RdP.
D’autre part, dans le RdP de la figure 6, I'action@®rrespond a I'action de I'élément
neutre dans un stricf-net. Par conséquent, aprés le tirideéen ne devrait interdire
le tir det dans le strictZ-net correspondant:

2
\_/ ui
2
t u

Figure 6. RdP non modélisable par strié-net

Malgré cela, nous allons montrer qu'il est possible de défimiarbre et un graphe
de couverture, dans un sens plus faible que pour les RdRmedécidables les ques-
tions de savoir si un réseau est borné et si une place donridéareée. Pour cela nous
avons besoin d’un ordre bien fondé &ff. La définition suivante nous en fournit un.

Définition 3.3 (C et D) Soientz ety deux éléments d&”, on écriray D 2 ouz C y
siVp € P,y(p) > xz(p) > 0Vy(p) < z(p) < 0.C estun ordre partiel bien fondé sur
/A

La définition suivante sera utile pour le prochain théoreme.

Définition 3.4 (Séquence sans saut a partir d’'un marquagé/) Une séquence
o = t1te...t, (n > 0) est uneséquence sans saut a partirdesi les composantes des
marquages atteints a partir d&/ par franchissement de ne changent pas de signe.

Le résultat suivant est un classique des RdP, son adaptadiox
strict-Z-nets présente un piege.

Théoréme 3.3 Soito une séquence infinie d’'un strié-net, alors on peut extraire de
o une sous-séquence finie qui soit une séquence répétitive.

PreuveSoita;asas... une séquence infinie éMi)i.e‘N la suite (infinie) des marquages
associédyla;) M [az) Ms,.... On noterall (5) la j'€M€composante du marquagé
(i.e.on voit M comme un vecteur plutét que comme une fonction). On sépattewen
sous-ensembles] etC3 les indices des marquages :

Cp = {ilM;(1) > 0} Oy = {i|M;(1) < 0}
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Au moins un de ces deux ensembles est infini, on peut suppassrperte de
généralité qu'il s’agit d€’{ . On recommence le procédé sur la deuxieme composante :

Ci ={ili € C] etM;(2) > 0} C3 = {ili € C3 etM;(2) < 0}
et ainsi de suite jusqu’a l?|'®M€ composante.

On obtient donc un ensemble infini d'indicé%P| (k = 1 0ou2) pour lequel les
marquages correspondant ont toutes leurs projectionsxucamposante donnée de

méme signe. Appelong\/}); - la suite(M;), 7. De la méme maniere que de
ety

toute suite dé&N”” on peut extraire une suite infinie croissante (pour I'ordreirel), il
est possible d’extraire dg/;),. N+ une suite infinie croissante au sensdeNotons
(Mf),c N+ cette suite. Malheureusement, rien ne dit que la séquericeles mar-

quagesM{ et M$ est une séquence répétitive. En effet, si nous observorséan
ci-dessous :

-6 4
b a

on s'apergoit qu'apreés-2[a)2[b) — 4 on ne peut plus faired. Il reste & imposer aux
composantes de ne pas changer de signe dans les marquagyassdbts de la sé-
quence de franchissements.

Dans(M;), N+ un certain nombre de places sont bornées. Nofyriensemble
de ces places dt son complémentaire. On extrait d&/;), - la suite(O;)ien~
dont les composantes seléh sont constantes (et égales au max ou au min de leurs
valeurs). En particulier on notg) la séquence qui permet de passetde O.

Intéressons-nous maintenant aux placesPdePourp € Py, si Oi1(p) > 0,
comme (O;(p))ien- €st non bornéedj, € N* tel queVk > j,, Ox(p) >
|oo| * mazier{—f(p,t)}, OU|og| représente llongueurde la séquence,. De méme
si O1(p) < 0, 3j, € N* tel quevk > j,, Ox(p) < —|oo| * mazier{f(p,t)}. On
prendd = max{jp|p € P»} et a partir du marquag@q, o, est croissante sans saut,
donc répétitives)

Nous sommes en mesure maintenant de donner I'algorithmersgraction de
I'arbre de couverture d'uf-net. Nous notong > = 7Z U {—oo, +c0}. L'ordre usuel
deZ est étendu & par les conditions-co < n < +oo pour tout entier relatif: et
nous posons + n = w avecw € {400, —oco} etn € Z. L'ordre C est également
étendu de maniére naturell¢a>)".

Définition 3.5 (Arbre et graphe de couverture) Soit N = (P, T, f, My) un strict-
group-net. Larbre de couverturde N, noté AC'(N), est un arbre ou I'ensemble des
sommetsS est étiqueté pafZ>)" (étiquettes appelées « marquages généralisés »)
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et 'ensemble des arcs pdf. AC(N) est défini récursivement par I'application des
régles de construction suivantes :

1. Laraciner de AC(N) est étiquetée pak/y.
2. Soits un sommet déja construit deC (V) et étiqueté pay € (Z>°)".

a. Si I'étiquette des est identique a I'étiquette d’'un ancétre dealors s n'a
pas de fils.

b. Dans le cas contraires a un fils s’ pour chaque transitiont telle que

Vp, f(p,t) + q(p) # 0. L'arc (s,s’) de AC(N) est étiqueté par, et

s’ est étiqueté pag’ ou I'on définit chaque composaniép) pourp € P

par:

i. Si, lors du parcours du chemin entreet ¢, il existe deux sommets
distinctss; et s, pris dans l'ordre et si la séquenae entres; et s
est une séquence strictement croissante (au sens)dans saut a
partir du marquage généralisg+ ft (ou f est vue comme la matrice
d’incidence du réseau) alors gi(p) < q(p) + f(p,.)w (oUW est
I'image commutative de) on a¢'(p) = —oo et sig(p) > q(p) +
f(p,.Jwonag(p) = +oo

ii. Dans le cas contraire’(p) = q(p) + f(p, -)t.

Le graphe de couverture d€, notéGC(N), est obtenu en identifiant les sommets
de méme étiquette deC'(NV).

REMARQUE. — L'arbre de couverture est bien défini car il ne peut y aveicdnflit
lors du passage d'une composante d’'une étiquette a l'infitiee-co et —oo. En
effet, la séquence devant étre sans saut, une telle contpesapeut changer de signe
et ceci quelle que soit la séquencehoisie.

REMARQUE. — La notion de couverture que I'on vient de donner n’est pssigorte

gue celle que I'on manipule avec les RdP. Il ne s’agit pas estas d'une couverture
au sens d&. En effet, soit le réseau avec son graphe de couverturessbds :

I—z( >3I b
2 —= 4+
a b

Si on tire la séquendeiaa, le marquage obtenu est négatif alors qu’il est couvert
par+oo dans le graphe de couverture.

Soitq I'étiquette d’'un sommet d’un arbre de couverture, on note

q> = {p € P|q(p) = +oc0uq(p) = —oco}
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Théoréme 3.4 L’arbre de couverture est fini.

Preuve Supposons qu'il soit infini, alors il contient au moins unarrhe infinie.
Soit (¢;):>0 la suite infinie de ses étiquettesoco et —oo étant héréditaires, il existe

k € Ntel queVi > k, ¢° = ¢ etVp € ¢°, ¢;(p) = qx(p). De plusgy® # P

car sinon la branche serait finie. On peut alors extraire uite strictement croissante
(¢i,);j>0 avecip > k (strictement croissante au sensdear aucune étiquette ne peut
se répeter). De la suit@;, ) ;>0 On extrait une sous-suitg;);>o telle que une partie
des composantes soient constantes et 'autre strictera@ssantes. Entre, etg} on

a une séquence strictement croissante et il existe N tel que cette séquence soit
franchissable a partir dg, et strictement croissante sans saut. Ce qui contredittle fai
queq,® = ¢i°. ¢

La proposition suivante justifie le terme de « couverture ».

Propriété 3.1 Soito une séquence de franchissements telle flaér) M. 1| existe
un unique chemin danSC(N) partant deM, et étiqueté pav, I'extrémitéq de ce
chemin vérifian¥p € P, ¢q(p) = M (p) oug(p) = +oo oug(p) = —oc.

Preuve Par récurrence sur la longueur deSi o est de longueud, c’est le chemin
d’origine et d’extrémitéM,. Supposons la propriété vraie pour toute séquence de
franchissements de longueuavecn > 0. Prenons une séquence de franchissements
o de longueumn + 1. o peut alors s’écrire sous la fornee= zt avecz de longueur

n. On a I'exécution suivantd/,[z) M'[t)M. Par hypotheése de récurrence il existe
un unique chemin danSC(N) partant deM, et étiqueté pat, I'extrémitéq’ de ce
chemin vérifiantyp € P, ¢'(p) = M'(p) ouq'(p) = +oo ouq’'(p) = —oo. Comme

Vp e P, M'(p) + f(p,t) # 0 le sommet’ admet un successegavec I'arc joignant

ces deux sommets étiqueté pates régles de construction dedl”’ imposent &;
d’avoir les valeurs souhaitées, I'unicité du chemin déaotdlu caractére déterministe
du graphe$

Lemme 3.1 Soit N un strictZ-net. Tout sous-graphe deC'(N) ne contenant pas de
~+00 ni de —oo est un sous-graphe du graphe des marquages de

Preuve Tant qu'il n’y a ni +o0o ni —oc la régle de construction deAC(N) est la
méme que celle du graphe des marquages.

Théoréme 3.5 (Décidabilité du caractére borné d’un strictZ-net) Soit N un
strict-Z-net. N est non borné ssi il existe un sommete GC(N) tel queq™ # (.

Preuve Soit ¢ un sommet deZC(N) tel queq™ # 0. DansAC(N) q étiquette
un sommets. On peut supposer queest le premier sommet construit ayant cette
propriété. Donc tout sommat sur le chemin de- a s (s exclu) est étiqueté par un
marquagé\/’ accessible et si est le mot étiquetant le chemindés’ on aM [w)M’.
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Il existe sur le chemin de a s deux sommets; et s, étiquetés respectivement par
et s tels queg; C ¢ et le mot qui étiquette le chemin de a s; est une séquence
strictement croissante et sans saut & partir du marqpiagg(., t) ouq’ est I'étiquette
du prédecesseur dedans 'AC et t I'étiquette de I'arc reliant ce prédecessew.a
q + f(.,t) estun marquage accessible. Davi@st non borné.

Soit N non borné, alors il existe une séquence strictement criissd sans saut.
Cette séquence est obtenue avec la construction exhibédadpreuve du théoréme
3.3. Soitu = w.xz un mot tel quer soit une séquence strictement croissante et sans
saut a partir du marquage atteint aprés exécutian.den noteMy[w)M [x)M’.

Il existe un unigue chemin dadsC'(N) partant deV/, et étiqueté pawz, I'extré-
mité ¢ de ce chemin vérifiantp € P, q(p) = M’(p) ouq(p) = +oo oug(p) = —oo.
Supposons quép € P, q(p) = M'(p). « étant une séquence strictement croissante
et sans saut a partir du marquag@écessairemet® # (). Par conséquerlp ¢ P
tel queq(p) = +o0. &

Lemme 3.2 Soit N un strictZ-net etAC (N ) son arbre de couverture. Sgiuin som-
met deAC(N) étiqueté pag, alors pour toutt € N, il existe un marquag@/ acces-
sible tel queM (p) = ¢(p) pour toutp ¢ ¢, et, pour toutp € ¢, M (p) du méme
signe quey(p) et| M (p)| > k.

Preuve C’est vrai pour la racine. On suppose que c’est vrai pour unnsets; de
AC(N). Montrons que c’est vrai pour tout successeude s;. s; est étiqueté pay;
etsy pargs.

On poseP; = ¢{° et P, = ¢5°, onaP; C P, (hérédité des infinis). On pose enfin
P2:P1UP33VGCP10P3:®.

On appelle I'étiquette de I'arc joignant; as,. Si P3 = () prenons urk € N. Par
hypothése d’induction, il existe un marqualyeaccessible tel quép ¢ Py, M(p) =
01 (p) etVp € Pr, [M(p)| = k + maxzycp{[f(p',t)|} €t M(p) du méme signe que
q1(p). Alors M’ défini parM [t) M’ vérifie bien les conditions du lemme.

Si P; # (), soitp € P alors il existe deux sommets distinetset s;, sur le chemin
der as, tels quew, la séquence entrg et s, soit strictement croissante et sans saut
(au moins poup) a partir du marquage généraligé+ C(., t).

On va s’arranger pour mettre des valeurs assez grandeslém gasolue) dans
les places dé”; pour pouvoir obtenir ce que I'on veut daRs.

Pourp’ dansP; on posea, = f(p',.)w, eta'® = mazyecp {|ay[}. ON
pose enfirx = maz,cp, {|f(p,.)t|}. Par hypothése d’induction on peut trouver un
marquagel/ accessible tel que\ (p')| > k>° c p, " +k+aetM(p') de méme
signe queg; (p') pourp’ € Py et pourp’ ¢ Py, M(p') = q1(p’). Alors le marquage
My défini parM [t) M [wk, ng...w’;‘PSQMg, olp1,p2, -..p|p,| SONt les places d&s,
vérifie la propriété demandég.



1184 RSTI-TSI-28/2009. Réseaux de Petri et algorithmes

Théoréme 3.6 (Décidabilité du caractére borné d’'une place’dn strict- Z-net)
Soit N un strictZ-net. Une placep est non bornée ssi il existe un sommetle
GC(N) tel queg(p) = £oo.

Preuve Soit N un strictZ-net qui posséde une plageon bornée. Pour tout € N,
il existe un chemin dans I[@C tel que I'étiquettey de I'extrémité de ce chemin vérifie
lg(p)| > k. Réciproquement, le lemme précédent permet de congjure.

3.2. Group-nets

Une maniére classique d’augmenter I'expressivité d'uassd de réseaux consiste
a lui adjoindre des arcs patrticuliers, c’est le cas par exengs RAP avec arcs inhibi-
teurs ou avec arcs Reset. Dans 'optique d’obtenir une siderles RdP nous définis-
sons les group-nets comme étant les strict-group-netssmatum arc inconditionnel
qui autorise une marque a prendre la valeur de I'élémentedutgroupe.

3.2.1. Définitions

Définition 3.6 (Group-net) SoitG un groupe. Urgroup-nesur G est un quadruplet
N = (P, T, f, M) ou P est I'ensemble fini des plac€es, est 'ensemble fini des
transitions (disjoint deP) et f est la relation de flot, c’est-a-dire une application
de P x T vers{0,1} x G. Un arc est une pairdp,t) € dom(f). L'arc (p,t) est

dit conditionnelsi 71 (f(p,t)) = 0, inconditionnelsi 71 (f(p,t)) = 1 o0 m estla
premiére projectionM, € GF est le marquage initial du réseau. Comme pour les
strict-group-nets un group-net su¥ sera notéG-net et les group-nets de maniére
générale désignent la classe démets pour tout groupé’.

Définition 3.7 (Regle de tir pour les group-nets)SoitN = (P, T, f, My) un group-
net surG, t € T est franchissable & partir d&/ < G* si pour toutp € P,
m1(f(p,t)) = 0 = M(p) + m2(f(p,t)) # 0 oum estla premiere projection et
7 la seconde. Dans le cas otest franchissable a partir d&/, le tir det produit un
nouveau marquagg/’ défini parM’(p) = M (p) +m=2(f(p,t)) pour toute place de
P.

La figure 7 montre un exemple typique @enet, les arcs inconditionnels appa-
raissant comme des arcs doubles. Dans cet exempéepeut étre tiré, maisetc le
peuvent.

3.2.2. Z-nets

Le théoréme suivant confirme que Baets étendent bien les RdP.

Théoreme 3.7 LesZ-nets sont une extension des RdP.
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3, /}p

Figure 7. Un Z-net

Preuve Soit N = (P, T, f, My) un réseau de Petri. Pour topte P, soit E, =
Uter{Mo(p)—f(t,p)+1, Mo(p)— f(t,p)+2, ..., Mo(p)— f(t,p)+ f(p, £) }. Pour tout
p € P etpour chaque € E,, on définit une place;. Soit P’ I'ensemble des places
définies ainsi en faisant parcoufira p. Le marquage initial de chaque plagec P’
est son indice. Soit ' : P’ x T — Z la relation de flot définie ainsi : pour tout
p € P etpour chaqueé e E,, on posef’(pa,t) = (0, —f(p,t) + f(t,p)) si Mo(p) —
f(tvp)+1 S «@ S Mo(p)ff(tap)+f(pa t) etf/(pavt) = (17 7f(p7 t)+f(t7p>) Sinon'

Il suffit ensuite de vérifier que le graphe des marquageSde (P’, T, f/, M{) est
isomorphe a celui d&/. $

D’apreés la figure 5, I'inclusion est stricte car [Bsnets étendent les striZ-nets.

Il se trouve que la définition et les propriétés de I'arbre deverture pour les
strict-Z-nets restent valides pour I&nets. Par conséquent :

Théoréme 3.8 (Décidabilité du caractére borné d’'une placet@’'un Z-net) Soit
N unZ-net. Le probléme de savoir si une place donné&/dest bornée est décidable
ainsi que le probléme de savoir &i lui-méme est borné.

Beaucoup d’extensions strictes des RdP, tels les réseaxaass inhibiteurs, ont
la puissance des machines de Turing. La figure 8 exhibe uauésec arcs inhibiteurs
qui ne peut-étre modélisé a l'aide d'@nnet. En effet, si un tel réseau existait, I'action
dea correspondrait a I'action de I'élément neutre du groupe@etpnséquent serait
tirable aprés un ou deux tirs dé€pour tenir compte du fait quepourrait étre reliée par
un arc inconditionnel) dont I'action n’est pas celle d’'ugréent neutre ; ce qui n'est
pas le cas du réseau de la figure 8. Réciproquement la figurertedmZ-net qui
ne posséde pas de réseau avec arcs inhibiteurs équivaiants et réseaux de Petri
avec arcs inhibiteurs sont incomparables ce qui laissertassdes questions comme
I'accessibilité pour leZ-nets. De nombreux probléemes de décidabilité sont attaqués
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par le biais des machines a compteur ou encoresgetgmes d'addition de vecteurs
avec états (VASSIntroduits dans (Hopcrofet al., 1979)) qui sont équivalents aux
réseaux de Petri. Par rapport aux VASS, le comportemeriLdess est fondamenta-
lement différent, car, géométriguement parlant, les sécgede tirs possibles ne sont
plus limitées a un espace défini comme une intersection de@graces (liés au fait
gue le nombre de marques dans une place doit rester supéuiégal a zéro) mais
doivent simplement éviter des hyperplans (liés au fait ne’place ne peut prendre la
valeur0). Les techniques utilisables semblent donc trés difféent

-
a b

Figure 8. Réseau avec arc inhibiteur non modélisable Eanet.

3.2.3. Z/nZ-nets

LesZ/27Z-nets jouent un role particulier. D’'une part il est possitiéesynthétiser
le type des réseaux flip-flop (Schmitt, 1996) parauZ-net (voir (Guillou, 2003)),
c’est-a-dire de construire Uh/2Z-net dont le graphe des marquages estisomorphe au
type des réseaux flip-flop (qui est lui-méme un graphe paritéfip par conséquent
les Z/27-nets constituent une extension (il est facile de montréeliguest méme
stricte) des réseaux flip-flop. Comme pour ces derniers p@stible de donner un al-
gorithme de synthése de complexité polynomiale pouZléZ-nets (Guillou, 2003).
Par allleurs le type de&/2Z-nets (cf. figure 9) est extrémement général dans I'en-
semble des types des réseaux a places binaires. En effetdisposons a la fois d’'un
événement1, 1) permettant de switcher d’un état a I'autre (principe du flgp),
d’'un événemen(0, 1) induisant un changement d’'état mais valide a partir d’'urh seu
état (comme dans les réseaux élémentaires), d’'un événémenjouant le réle d'un
élément neutre et d’'un événemémt0) du méme genre mais seulement valide a partir
d’'un seul des deux états. En particulier, B827Z-nets étendent les réseaux de Petri
1-sauf.

De maniere générale, 1& (n + 1)Z-nets étendent les réseaux de Pethiornés.
En effet, il suffit de reprendre la construction du théorénTe Bermettant de passer
d’'un RdP a urZ-net, en manipulant chaque valeur en tant que classe deusmgy
modulo(n+1) (on travaille directement dai#/ (n+1)Z plutbt que dang, ce qui est
possible puisque le réseau de départ est répigrné) pour obtenir ui/(n + 1)Z-
net. La construction d’'uZ/(n + 1)Z-net ayant un comportement cyclique d’ordre
(n + 1) (par exemple une place marquée paat une transition reliée a la place par
un arc inconditionnel étiqueté paj permet de se convaincre que cette inclusion est
stricte car aucun élément non nul Aen’est d'ordre fini. EnfinZ/(n + 1)Z est le
plus petit groupe, du point de vue de son cardinal, dansdmbte desZ/mZ qui
étend les réseaux de Petrbornés.
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0.1

11

(1.0)

Figure 9. Type de¥./27Z-nets

Lafigure 10 résume I'état de notre classification des clatesgsoup-nets que nous
avons étudiées par rapport a un certain nombre de classésadrix de Petri usuelles.
Les strictZ/27Z-nets qui sont le$0}-nets, réseaux dont les graphes de marquages se
résument a un unique sommet avec un nombre arbitraire dédspapparaissent en
tant qu’objet terminal dans la catégorie des systémes dsiti@ns. Les inclusions y
sont strictes et les classes incomparables si aucun chenfes nelie.

group-nets

Z-nets strict-group-nets 7 /pZ-nets

Z./2Z-nets RdPn-bornés RdP purs

Z/(n + 1)Z-nets

flip-flop_ RdP1-bgrnés strict-Z/pZ-nets

hBZ-netsﬂN

{0}-nets=strictZ /2Z-nets

Figure 10. Group-nets et réseaux de Petri

3.3. Group,-nets et Group-nets

Le choix de ne pas orienter les représentations des grais@taét guidé par I'exis-
tence d'inverses dans un groupe. Ainsi, ddngonsommer de la ressource revient a



1188 RSTI- TSI - 28/2009. Réseaux de Petri et algorithmes

ajouter un élément négatif. Cependant la notion de ressalags le<-nets, si elle
existe, semble étrange et nous allons voir que d'imposeragie de tir en deux temps
(consommation puis production) comme dans les réseauxtdecBeduit étonnam-
ment & une vision unifiée d&nets et des strick-nets.

3.3.1. Group,-nets

Soit (G, +, 0) un groupe non trivial, d’élément neutbe

Définition 3.8 (G2-net) Un Gy-netest un quintuplelv = (P, T, Pré, Post, M) ou
P est un ensemble fini gdaces T est un ensemble fini deansitionsdisjoint de P,
Pré et Post sont des applications dB x T' dansG et M, est une application d&
dansG \ {0} appelée marquage initial.

Définition 3.9 (Régle de tir pour lesGs-net) Soit N = (P, T, Pré, Post, M) un

Go-net etM un marquage. La transition de T' esttirable ou franchissablé partir

deM siVp € P, M + Pré(p,t) # 0etM + Pré(p,t) + Post(p,t) # 0 et, dans
ce cas, on obtient un nouveau marqudgé défini parvp € P, M’'(p) = M(p) +

Pré(p,t) + Post(p,t). Cette étape est notée[t)M’.

Lafigure 11 donne uf,-net ou sont reprises les conventions usuelles aux réseaux
de Petri. Par contre, si pour une placet une transitiont donnéesPré(p,t) = 0V
Post(p,t) = 0, on se contentera de représenter un seul arc non orientéet&ipar
Pré(p,t) + Post(p, t). Dans ce réseaun’est pas tirable (attention, on ne fait que de
I'addition) maisb I'est. Aprés le tir dé, a n’est toujours pas tirable.

Figure 11. exemple d&.»-net

On a trivialement le résultat suivant :

Propriété 3.2 Tout strictG-net est urGGy-net pur.
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3.3.2. Zs-nets

Théoréme 3.9 LesZ,-nets sont leZ-nets.

Les deux lemmes suivants donnent les algorithmes permetéanonstruire le
Z-net correspondant & Wy-net donné et réciproquement.

Lemme 3.3 LesZ-nets sont inclus dans |&,-nets.

Preuve Soit N = (P, T, f, Mp) un Z-net. On définit IeZ,-net N’ de la fagon sui-
vante :N’ = (P, T, Pré, Post, M{)) avecvp € P, M{(p) = 2My(p) — 1

Vp € PVt € T, sim(f(p,t) = 1lonposePré(p,t) = 0etPost(p,t) =
2ma(f(p,t)) et si m(f(p,t) = 0,onposePré(p,t) = 2m(f(p,t)) +

1 etPost(p,t) = —1. On termine en montrant qu¥ et N’ ont leurs graphes des
marquages isomorphes.

Lemme 3.4 LesZ-,-nets sont inclus dans |&-nets.

Preuve Soit N = (P, T, Pré, Post, My) un Zs-net. On construit |&Z-netN’ =
(P',T, f, M) de la maniére suivante : pour taute P, pour toutt € T, M/ (p) =
Moy(p) et f(p,t) = (0, Pré(p,t) + Post(p,t)), si Pré(p,t) # 0 et Post(p,t) # 0
alors on ajoute une plage telle quef (p;, t) = (0, Pré(p, t)+ Post(p, t)), M{(p:) =
My(p) — Post(p,t), et,vt' # ¢, f(ps,t') = (1, Pré(p,t')+ Post(p,t')). P’ est défini
comme l'union deP et des{p;} ainsi créées. On vérifie ensuite que les graphes des
marquages d& et N’ sont isomorphes}

7Z-nets et stricZ-nets sont donc des cas particuliersZienets :
Corollaire 3.1 Les strictZ-nets sont le&.s-nets purs et leZ.-nets sont le&.;-nets.
L'existence d’'un arbre de couverture pour lesets entraine le corollaire suivant.

Corollaire 3.2 Pour lesZs-nets les probléemes de la terminaison, du caractére borné
d'un réseau et du caractére borné d’une place sont décidable

Le théoréme suivant découle directement des résultatgqeats, cependant la
preuve s'appuie sur la construction directe dZyinet équivalent a un RdP donné.

Théoréeme 3.10LesZsy-nets sont une extension stricte des réseaux de Petri.

PreuveConséquence immédiate du fait queZgsnets sont le&-nets. Nous donnons
ci-aprés une maniére de construire Zgrnet a partir d'un RdP sans passer par un
Z-net.
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Soit N = (P, T, f, My) un réseau de Petri marqué. Pour chaque plaeeP, on
posen, = maxer{f(p,t)}. On construit alors:, places appelégs, ps, ..., pn,
et marquées respectivement pdl(p) + 1, Mo(p) + 2, ..., Mo(p) + n,. Soit P’
I'ensemble des places ainsi construites lorsqu’on patc&urOn définit N/ =
(P',T, Pré, Post, M|) le Zs-net pour lequelM/ le marquage initial a été donné ci-
dessus etp; € P', Vt € T, Pré(p;,t) = —f(p,t) et Post(p;,t) = f(t,p). &

3.3.3. G-nets etG-nets

On se pose maintenant la question naturelle : quels sonétesdntre le€/s-nets
et lesG-nets pour un groupe arbitraie?

Théoréme 3.11LesG,-nets sont inclus dans l€s-nets.

Preuve La construction décrite dans la preuve du lemme 3.4 pernasisdtier un
G-net équivalent a u’s-net donnéd

La réciproque est évidemment fausse : prenons polgrgroupe a deux éléments
Z,/27. Dans un tel groupe |e§Z/27Z),-nets ne peuvent changer d'état ce qui n'est
évidemment pas le cas d€g27Z-nets. Cependant on peut se poser la question sui-
vante : soit urG-net donné, existe-t-il un grouge tel qu’il est possible de construire
un G5-net équivalent ?

Proposition 3.2 SoitG un groupe, alors a tou€-net on peut associer W% /27 x
G)2-net équivalent.

Preuvell est facile de se convaincre que la construction ci-desgénéralisée a I'en-
semble des places dit-net (& gauche) donne W& /27 x G)2 — net équivalent (&
droite).

I\ o o\

O

an

3.3.4. Les group,-nets

Dans les réseaux de Petri le franchissement d’'une tramsiidait en deux temps :
il y a tout d'abord consommation de ressource puis prodoa® ressource. Dans
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les group-nets il se fait en un seul temps et on retrouve lechigsement en deux
temps dans les grogmets. Pourquoi ne pas essayer de généraliser la réglerde fra
chissement en se donnant la possibilité d’effectuer lechiessement d’une transition
enn temps en conservant I'interdiction d’atteindre le zéro douge ? On appellera
de tels réseaux des grgupets. En particulier les strict-group-nets sont les gieup
nets. Nous allons voir que le seul gain effectif de cette gaisation est le passage
des group-nets aux groupnets. Pour éviter d'avoir & dessinearcs numérotés dans
I'ordre d’exécution des: étapes du franchissement d’'une transition, on se conten-
tera de n’en représenter qu’un seul étiqueté pan-wplet comportant leg valeurs

de flot dans l'ordre. Ainsi les arcBré et Post entre une transitioh et une place
d’'un group-net seront représentés par un seul arc non orienté étinaeté couple
(Pré(p,t), Post(p,t)). De maniére générale, dans un grpupet, sin > 1, il suffit

de remplacer chaque place par 1 places ayant toutes le marquage de la place d’ori-
gine et de les connecter aux transitions pour obtenir desearé équivalents comme
le montre la figure ci-dessous.

(a,b+c+d+e+...+t)

(a,b,c,d.e,...,t) @ W I (atb,c+d+e+...+t
u

(a+b+c+d+e+....1)

u

4. Réseaux lexicographiques
4.1. Algebres de Petri

Jusqu’'a présent les algébres que nous avons choisies poer dé&tendre les ré-
seaux de Petri présentent le défaut de perdre la notion sleuree. Un angle d’attaque
beaucoup plus technique que I'on trouve dans (Badesl, 2005) consiste a carac-
tériser les algébres qui permettent de conserver la mérteedegr ainsi qu’un certain
nombre de propriétés naturellement associées a la noticesdeurce. En particulier,
le monoide(N, +,0) des entiers naturels qui est I'algébre des places des rédeau
Petri doit en faire partie. Il nous faut donc un zéro, noté&irglement0, constante
qui signifie 'absence de ressource et une relation d’orrgns la_, pour pouvoir
avoir une condition de franchissement similaire a celle @sgaux de Petri. Enfin
nous devons étre capable d’accumuler de la ressource,snocétte opératiorm que
nous choisissons, a I'image de celle des réseaux de Petgiasve et commutative
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(il peut étre intéressant d’ailleurs d’analyser le cas mmmutatif), et de consommer
ces mémes ressources avec un opératedit de résiduation, c’est-a-dire un pseudo-
inverse dep défini seulement lorsque I'on dispose de suffisamment deuesss (on

ne faita © b que lorsqueh C a). Supposons que nous disposions d'un réseau dans
lequel les places et les flots prennent leurs valeurs dantelie@lgebre alors la rela-
tion de transitionV/ [t) M’ peut s’écrire de maniére tout a fait similaire a la relatien d
transition dans les réseaux de Petri usuels :

M[t)YM' < Vp e P, M(p) 3 Pré(p,t) AM'(p) = (M(p)© Pré(p,t)) ® Post(p, t)

Pour aller encore un peu plus loin dans l'analogie, on peustater que le
systéeme de transitions associé a la relation de transitms din réseau de Petri
usuel est déterministe et co-déterministe, c’est-a-dire lg donnée dé/ et det
déterminelM’ et, inversement, la donnée dé’ et det détermine)M . En analy-
sant les algebres qui permettent de retrouver 'ensemblzesdearactéristiques, on
constate qu'il est nécessaire qu’elles soient des monaiol@snutatifs de divisibi-
lité (a J b < Fctelquea = b @ ¢), simplifiables (a ® b) © b = a) munies
donc d’'une opération de résiduation adjointe a I'addititwp€rateure) et vérifiant
bCa= a=(aSb)®b. On appellera de telles algebres d&gebres de Petri com-
mutativesLe lecteur intéressé pourra trouver une démonstratiorpt&iendu résultat
qui suit dans (Badouelt al., 2007).

Théoréme 4.1 Les algébres de Petri commutatives coincident avec lessqiostifs
des groupes commutatifs ordonnés en treillis.

4.2. Définitions

Les réseaux lexicographiques que nous définissons ci-emnéstuent un exemple
de classe de réseaux fonctionnant sur une algebre de Rdterioconstituant une
extension stricte des réseaux de Petri. Ces réseaux a@uojfuigre importance toute
particuliere du fait de leur universalité dans le sens otirggseau associé a une algébre
de Petri peut étre simulé par un réseau lexicographiquediBadt al, 2007).

Prenons maintenant le cdne positif du produit lexicographideZ avec lui-
méme :(Z o 7Z)*. Le produit lexicographique (noté ie) de Z avec lui-méme est
tout simplement le groupe produit x Z muni de I'ordre lexicographique :

(u,v) < (z,t) <= u<wvou(u=zetv <t)

CommeZ muni de son ordre habituel est une chalie, Z muni de I'ordre lexi-
cographique I'est aussi et est donc en particulier ordonrtéedlis. Son céne positif
est alors bien une algébre de Petri commutative et

(ZoZ)" ={(x,y)|(x =0ety > 0)ou(xz > 0ety € Z)}
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Le produit lexicographique est associatif et on peut déiimductivementZ" )"
pour tout entier. (on pourrait méme I'étendre aux ordinaux) en poght! = Z" o7
et en le munissant de I'ordre lexicographique. Dans la swigs appellonséseaux
lexicographiqueses réseaux fonctionnant sur l'algelfie o 7).

Définition 4.1 (Réseau lexicographique)Un réseau lexicographiguest un quintu-
plet(P, T, Pré, Post, My) ou P est un ensemble fini ggacesT" est un ensemble fini
detransitions(disjoint de P), Pré et Post sont lesrelations de flode P x T dans
(Z o Z)™. On appelleramarquageine application de” dans(Z o Z)*et M, est le

marquage initial
I (1,0) . (0,1) I
a b

Figure 12. Réseau lexicographique

Comme pour les réseaux de Petri, le comportement d’un résg@ographique
est complétement déterminé paréale de tir

Définition 4.2 (Régle de tir pour les réseaux lexicographiges) Soit N =
(P, T, Pré, Post, M) un réseau lexicographique. Le tir de la transitian a
partir du marquageM est autorisé sivp € P, M(p) > Pré(p,t). Dans
ce cas on peut franchit ce qui donne le nouveau marquagd’ défini par
Vp € P, M'(p) = M(p) — Pré(p,t) + Post(p,t) (ou — est I'opération de
résiduation associée naturellement-.

Nous reprenons par ailleurs les définitions usuelles suréssaux de Petri que
nous étendons directement aux réseaux lexicographiqéegiesce de tirs, langage
d’un réseauV que nous noterons(N), ensemble d’accessibilité nof§ V), graphe
des marquages nofd G(N)...

Par exemple, le langage du réseau de la figure 12 est I'ensatablpréfixes de
a + b* qui ne peut-étre le langage d'un réseau de Petri. En effehagons que I'on
dispose d'un réseau de Petri ayant un tel langlagtant franchissable indéfiniment &
partir du marquage initial, dans chaque place, b produgt guressources qu’elle n’en
consomme et, par conséquent, par monotaniegvrait étrea fortiori franchissable
apres I'exécution dé. Ceci nous conduit a la proposition suivante.

Proposition 4.1 Les réseaux lexicographiques sont une extension strict&®de.



1194 RSTI- TSI - 28/2009. Réseaux de Petri et algorithmes

En fait, on peut méme exhiber une famille infinie de réseaiststent emboités :
les réseaux lexicographiques sur les algep#&3™. Pour s’en convaincre contentons-
nous d’exhiber le réseau s(i%. o 7 o 7Z)* de la figure 13, non modélisable par un
réseau lexicographique s(# o Z)*. Schématiqguement, b et c consomment tous
trois strictement de la ressourdedans une proportion infiniment négligeable par
rapport aa ainsi quec par rapport &. Dans un réseau lexicographique seuls deux
ordres de grandeur de consommation sont modélisables.

Figure 13. Réseau SufZ o Z o Z)™ non modélisable par un réseau i o Z)™

4.3. Réseaux lexicographiques et machines de Turing

Un outil fondamental qui permet de résoudre nombre de pnoddede décision
pour les réseaux de Petri est I'arbre de couverture définjiemp et al, 1969). Ce-
pendant le caractéere fini de cette construction est lié dwgtss 'ordre naturel sur
NIl est bien fondé, ce qui n'est plus le cas p@r Z)*. A priori, définir un arbre
de couverture pour les réseaux lexicographiques semliilgldifOn peut alors se de-
mander si les réseaux lexicographiques ont la puissancealesines de Turing, au-
quel cas tous les problémes de décidabilité non triviaur(teaison, caractere borné,
accessibilité...) deviennent indécidables. Une classeésieau qui a cette puissance
est celle des réseaux de Petri avec arcs inhibiteurs. Compdgs aux réseaux lexico-
graphigues. Commencons par remarquer que certains rélesaographiques n'ont
pas un comportement de réseau de Petri a arcs inhibiteuesfdprenons le réseau
de la figure 14 : son langage est I'ensemble des préfixed deb* et ne peut étre le
langage d’'un réseau de Petri avec arcs inhibiteurs. En effetme pour les réseaux
de Petri standard, le fait quesoit indéfiniment tirable a partir du marquage initial
impose & de faire croitre les marquages, c'est-a-dire )M’ — M < M’, la
présence possible d’arcs inhibiteurs entre certainegglatla transitio imposant
simplement que le marquage de ces places reste a zéro (demicapes Post cor-
respondants). Cependant apsgsé n’est tirable qu’une fois et commniea une action
croissante sur les marquages, c’est qu’au moins une plaeg sslf-loop avec la tran-
sition b via un arc inhibiteur et un ar€ost valué par une valeur strictement positive.
Mais alorsb ne serait plus tirable indéfiniment a partir du marquagéainit
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(1,0)
[ o

a (01 b

Figure 14. Réseau lexicographigue sans RdP a arcs inhibiteurs écurival

Théoréme 4.2 Les réseaux lexicographiques contiennent strictememnélesaux de
Petri & arcs inhibiteurs.

Avant de passer a la preuve, fixons la terminologie en rappkaléfinition d’un
réseau de Petri a arcs inhibiteurs.

Définition 4.3 (Réseau de Petri a arcs inhibiteurs)Un réseau de Petri a arcs inhi-
biteurs est un quadrupleV = (P, T, Pré, Post) ou P, T et Post sont définis de
maniére identique & celle des réseaux de Petri, lRaiéest une application d@ x T
dansN U {0} ot ) est un symbole. Une transitignest franchissable pour un mar-
quageM € N” lorsque pour toute placg, M (p) > Pré(p,t) si Pré(p,t) € N ou
M(p) = 0si Pré(p,t) = 0. Sit est franchissable & partir d&/ alors le marquage
M’ obtenu est défini par :

M(p) — Pré(p,t) + Post(p,t) siPré(p,t) e N
t)=10

Vp e P, M'(p) = { M(p) + Post(p,t) si Pré(p,t)

Preuve Soit N = (P, T, Pré, Post, M) un réseau de Petri marqué & arcs inhibi-
teurs. Commencons par distinguer les élément®den poseP; = {p € P|Vt €
T, Pré(p,t) € N} et P, son complémentaire dai#s P, contient donc les places qui
sont reliées & au moins une transition par un arc inhibiteur.

Soit maintenantN’ = (P’,T, Pré’, Post’, M) le réseau lexicographique défini
ainsi : P’ = P U Pj avecP, un ensemble disjoint d® tel que|Py| = |Ps|. Pour
des raisons pratiques on notefapour chaque place de P, les places dé;, et on
dira quep’ est la placenégativeassociée a. Par ailleurs :

vp € P, Mj(p) = (0, Mo(p))

vp' € PQIaMé(p/) = (17 —Mo(p))

c’est-a-dire qu’une place négative a pour marqubgeivi du négatif (I'inverse) du
marquage de la place du réseau de Petri initial alors queatdre place contiertt
suivi du marquage initial de la place en question.

Vpe PYte T, Pré(p,t) = (()O,Pré(p,t)) z:rf;:f(p’t) ¢

Vp € PVt € T, Post'(p,t) = (0, Post(p, t))

Vp' € Py, Vt €T,

Pré'(p',t) = (0, max(Post(p,t) — Pré(p,t),0)) si Pré(p,t) € N



1196 RSTI-TSI-28/2009. Réseaux de Petri et algorithmes

Pré'(p',t) = (1,0) si Pré(p,t) =0

Post'(p',t) = (0, max(Pré(p,t) — Post(p,t),0)) si Pré(p,t) € N

Post'(p',t) = (1, —Post(p,t)) si Pré(p,t) =0

En fait, les transitions agissent de la méme maniére que ldardseau de Petri de
départ mais uniqguement sur la deuxiéme composante des agas|des placesc P
et de maniére inverse sur les places négatives associdasl' &g inhibiteur et I'arc
Post associé s'il existe sont remplacés par une self-loop.

La figure 15 donne un exemple de réseau lexicographiqueagoiva un réseau de
Petri & arcs inhibiteurs obtenu par I'algorithme qui vielétiek exposé.

La correspondance entre les marquages @ et deN’ est définie par I'applica-
tion qui envoie tout marquag¥ de N sur le marquag@/’ de N’ tel que

Vp € P, M'(p) = (0, M(p))
Vp/ € P2Ia M/(pl) = (15 _M(p))
On constate qué/’ est bien un élément d& o Z)*carM e N”.

On se convainc aisément ensuite que cette correspondanpesssrvée par tir de
transitions. Enfin, I'inclusion stricte est donnée par kedu de la figure 14>

Il est intéressant de constater que le test a zéro dans lurdsdPetri a arcs inhibi-
teurs initial est également remplacé par un test a zéro daréséau lexicographique
associé. En effet une plapede marquagé, reliée par un arc inhibiteur a une transi-
tion a est remplacée par deux plagestp’. Dans le réseau lexicographiqu@e sera
tirable que siMV (p) = (1,—k) > (1,0), mais commeV/(p') = (0, k), a sera tirable
si et seulement si/(p’) = 0 (ou encore si et seulement&f(p) = (1,0)).

Du théoreme précédent découle le corollaire suivant.

Corollaire 4.1 Les problemes de la terminaison, de la couverture, du caradiorné
d’'un réseau, du caractére borné d'une place, du caractarecirellement borné, de
I'accessibilité, du blocage, de la vivacité et de la t-vikdsont indécidables.

4.4. Réseaux lexicographiques bornés

Bien que le caractére borné d’un réseau soit indécidablpeahse demander ce
gue sont les réseaux lexicographiques bornés. Pour laverambiguité, notons que,
contrairement aux réseaux de Petri et afin de préserver laamétion, le caractere
borné d’'un réseau lexicographique ne peut étre lié a I'cddréalgébre sous-jacente,
car 'ordre lexicographique n’est pas bien fondé.

Définition 4.4 (place bornée)SoitN = (P, T, Pré, Post, My) un réseau lexicogra-
phique. Une place € P est dite bornée siM (p) / M € R(N)} est fini.

Définition 4.5 (réseau lexicographique borné)Soit N = (P, T, Pré, Post, M) un
réseau lexicographiquéV est borné si toute place e P est bornée.
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Figure 15. RdP a arcs inhibiteurs et son réseau lexicographique édemnia
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Siz € Z x 7Z, on noteraz(1) sa premiére composantexg®) sa deuxiéme.

Théoréme 4.3 (Caractérisation des réseaux lexicographigs bornés) Les ré-
seaux lexicographiques bornés sont les réseaux de Petéisor

Preuve Tout réseau de Petri étant un réseau lexicographique, eréeiproque est
trivial. Soit maintenantV = (P, T, Pré, Post, M) un réseau lexicographique borné.
Par conséqueri®( V) I'ensemble des marquages accessibled dsst fini. SoitV’ =
(P, T, Pré', Post', M/) le réseau de Petri dont la construction est détaillée Gales

Pour chaque placede N on ordonne I'ensemble constitué de&p) pour M €
R(N), desPré(p,t) pourt € T et desPost(p,t) pourt € T. Ceci nous donne
pour chaquen € P une liste finie triée de maniére strictement croissante qume |
noteral,,, on notera sa longueur, et ((a; p,bip))icf1,2,...n,} SE€S €léments. Lidée
est de chercher pour chaque placge P un o, € Z tel que la suite finiéa; ,«, +
bip)ic{1,2,...n,) SOt strictement croissante et ddNsPar conséquentil est nécessaire
que d’'une part; pop + b1, > 0 C'est-a-dire quey, > —Zi:p Si a1 p €st non nul, et
d’autre part, que pour todtentrel etn, — 1, a; poo + b; p < Gi41,p0 + big1 p. Cette
derniére inégalité étant vérifiée 6j, = a;4+1,,, ON ne s'occupe que des cas pour
lesquelsa; , < ai+1,,. Par conséquent il est nécessaire gye> Dip=bitie pour
touti entrel etn, — 1 tel quea; ;, < a;41,,. Il Suffit donc de choisiry, tel que

Qi+1,p—Qi,p

max({L%J +1laip < ait1petl <i<n,—1}

Qp = U{l— bl:z] | a1, > 0})

ay

1 si 'ensemble ci-dessus est vide

Le second cas n'intervenant quessi, = 0 pour touti dans{1, ..., n,}.

On peut maintenant définiv/) :
Vp € P, My(p) = Mo(p)(1)ay, + Mo(p)(2)
ainsi quePré’ et Post’ :
Vp € P,Vt € T, Pré'(p,t) = Pré(p,t)(1)ay, + Pré(p,t)(2)
Vp € P, Vt € T, Post'(p,t) = Post(p,t)(1)a, + Post(p,t)(2)

La correspondance entre les marquages est donnée paidaypioc de R(N)
dansR(N’) qui a tout marquag@/ de N associe le marquagk/’ de N’ tel que
Vp € P, M'(p) = M(p)(1)ay, + M(p)(2). On conclut en montrant que cette corres-
pondance est préservée par tir de transit{pn.
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Appliquons I'algorithme que nous venons de voir au réseaasti:

(3-2) @ (3.0)
IQD \%I
b

L, = {(L 0)7 (L 1)7 (2a _2)a (27 O)a (27 2)5 (37 _2)7 (3a _1)a (37 0), (37 1)7 (45 _2)7
(47 0), (57 _1)7 ( ) _2)}' Qg =5, Ly = {(Oa 0)7 (L 0)7 (2a 0)7 (3a 0)7 (4a 0)7 (55 0)7
(6,0),(7,0),(8,0)} etay, = 1. Par conséquent, le réseau de Petri équivalent est :

Notons que la construction précédente est aisément gisadlalaux réseaux sur
l'algébre(Z™)" pourn > 1. En effet, soitL = (I;)1<i<x une liste finie d'éléments
distincts de(Z")™ triés par ordre croissant. Il est alors facile de trouvenua 7
(par essais successifs de valeurs de plus en plus grandestantpme la valeud
par exemple) tel que la suite finigl;(1)a” "1 + 1;(2)a""2 + ... + li(n — 1)a +
1;(n))))1<i<k SOIt strictement croissante dalNscar on ramene le probléme & un sys-
téme d'inéquations de la formB(«) > 0 ou (pour une d’entre ellesP(a) > 0
avec P polyndme enx dont le coefficient de poids fort est strictement positift Pa
conséquent, leB divergent verst-co en-+oo, donc on peut trouver ua pour chaque
polyndme vérifiant I'inégalité associée. La valeur maxiend cesy convient alors.

Corollaire 4.2 Les réseaux lexicographiques bornés &4F)* (n > 1) sont les ré-
seaux de Petri bornés.

5. Conclusion et perspectives

Dans cet article nous proposons dans un premier temps dgahialgebre des
places des réseaux de Petri par un groupe privé de I'éléneetren Les strict-group-
nets ainsi obtenus permettent de généraliser les réseaRatdgurs en choisissant
comme groupe I'ensemble des entiers reldfifst permettent également de retrou-
ver les réseaux élémentaires. L'adjonction d’un arc dittenditionnel » conduit aux
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group-nets. Ces réseaux étendent les réseaux denParinés, les réseaux de Petri
places/transitions usuels ainsi que les strict-group:-riédus montrons que les pro-
blémes de savoir si un réseau est borné et si une place deswrést bornée sont dé-
cidables a travers une notion d’arbre de couverture. Nonsalts également une pré-
sentation unifiée de&-nets et des strick-nets a travers |e&,-nets. De nombreuses
questions restent encore ouvertes sur ces réseaux. Paplexepeut-on décider de
leur régularité (au sens de la théorie des langages), dadeessibilité ? Y a t-il des
liens entre groupe-produit et produit de réseaux ? Noumsayoe les réseaux de Pe-
tri ont des liens étroits avec les groupes sans torsion;@eakploiter ce fait avec les
group-nets?

Une deuxiéme partie est consacrée aux réseaux lexicogragshissus d’'une ap-
proche basée sur une axiomatisation de la notion de regseude la régle de tir. Ces
réseaux constituent une extension stricte des réseauxtdenfaés ont malheureu-
sement la puissance des machines de Turing rendant inbécidat probléme non
trivial. Cependant, pour parachever I'étude de ces résesuws montrons que les ré-
seaux lexicographiques bornés sont les réseaux de Patéddrar ailleurs la notion
de ressource qu'on y trouve est étrange : il est possible dgocomer strictement et
indéfiniment! Si les réseaux lexicographiques en tant queéhecsemblent bien cer-
nés, il demeure de nombreuses perspectives de développémarvis des algébres
de Petri. On peut se pencher sur le cas des algebres de Retononutatives pour
distinguer des réseaux « a files » ou « a piles » (Badetual, 2003), d’algebres de Pe-
tri non réguliéres ou I'algébre des places et les valeursalasons de flot n’opérent
pas sur la méme algebre et sont connectées par une relatigatisiaction ou en-
core d’algébres « enrichies » permettant de mesurer le degrénchissabilité d'une
transition.
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